2.

GRAVITACNI KONSTANTA
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1. UVOD

Na internetu jsem narazil na velmi kuriézni ¢lanek z 9.8.2013 uverejnéného na serveru Matrix 2001
s ndzvem Temnd hmota je absurdita vesmiru vytvorend chybnymi vypocty fyzikii od autora jménem Ing.
Jiri Muladi. NeZ budete pokracovat v tomto textu, ¢lanek si nejprve prectéte. Autor zde vychloubacnym
arogantnim zptsobem napada fyziky od roku 1933 ohledné tidajné chyby ve vypoctech namisto toho,
aby si sam piekontroloval sviij myslenkovy postup. Podle néj maji vSechna vesmirna télesa piiblizné
Sestkrat (presné 2m krat) vétsi hmotnost, takze diky tomu neni nutné zvazovat ve vesmiru pritomnost
temné hmoty. V zavéru clanku nabizi sviij jednoduchy ,matematicky dtkaz“, ve kterém hned v ivodu
pireformuloval Treti Keplertiv zdkon, ktery popisuje jako vztah mezi velikosti drah a dobou obéhu
planet kolem Slunce namisto vztahu mezi velikosti hlavnich poloos a dobou obéhu. Rovnéz si zirejmé
neuvédomil, Ze télesa obihaji obecné po eliptickych drahach nikoli po kruhovych. Ve svém ,dlikazu“
pracuje s kruhovou obéZnou drahou a do Tretiho Keplerova zdkona namisto poloméru zavadi délku
drahy, coZ je polomér vynasobeny konstantou 2m. Tvrdi, Ze Treti Kepleriiv zdkon musi byt rozsifen
pravé o tuto konstantu 2. Nejprve si napiSme, jak zni spravné Treti Kepleriiv zdkon (viz také nize
v dokumentu):

T,> a3 T2 T,? a,;® a,’ T2  4gm? a> GM
_— = _— = _—— ; _—= — e
T22 a23 a13 a23 T12 T22 a3 GM

T2 4m?
Z Newtonovych zakont (viz také niZe v dokumentu) plyne gravitac¢ni konstanta:

2
Rag
M

G =

Podle autora ¢lanku ma mit ,,modifikovany Tteti Keplertiv zakon“ pro a = R tvar:

2m-R)® (2m-R,)3 GM _

( 21) _( 22) = (2n)*— =2n-GM = GM
T, T, 41

nebo

(2n-R)® 2mR- (2mR)?
T2 T2

GM ~
= 2nR - v? = (2n)3 =2n-GM =GM

42
Kde G je autorem ,modifikovana gravitac¢ni konstanta“:

G=2m-G=2 Ra,
—T[—T[M

Tvrdi, Ze pokud je z tohoto ,,inovovaného“ vzorce pocitana hmotnost M, pak tato hmotnost musi byt 2
krat vétsi, coz je evidentni nesmysl, jak miZeme vidét zde:

- 2q R%a R%a, R?aq
G=2mG=2n—2 = M=2r—L=2p-— 9 ——+
T T M T G T[ZT['G G

Jak mizeme vidét, hmotnost M je stejna jako s pivodni gravitacni konstantou G, protoZze Citatel i
jmenovatel je vyndsoben stejnou konstantou 27, takZe podil se nezménil. Zde se tedy dopustil
myslenkové chyby. Poznamenejme jeste, Ze ,modifikovany Newtontv gravitatni zakon“ by podle néj
pak vypadal takto:

1 ~ ml'mz 1 ml'mz
F=— (G —2=—2771-G —=
2 Rz 21 " R?
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[ zde je vidét, Ze sila mezi télesy se nezménila. Je tedy zbytecné zavadeét koeficient 27, ktery nema vliv
na rovnici, kdyZ se pak s nim stejné vykrati autorem ,inovovana“ gravita¢ni konstanta ve vzorci pro
silu mezi dvéma télesy. I silové plsobené jakékoli hmoty je tedy stile stejné, takze problém temné
hmoty to rozhodné nevyresilo.

Uvadim to zde, jako zajimavy piiklad povrchniho mysleni nebo snad zvlastniho smyslu pro humor.
Neustale mé prekvapuje, co jsou lidé, dokonce i ,vzdélani s titulem", schopni vyplodit za uvahy.
K dnesnimu dni je ¢lanek stale pristupny na zmifiovaném serveru, coZ by mohlo naznacovat, Ze autor si
patrné tento nesmysl stale neuvédomil. Clanek Fadim do stejné kategorie, jako napiiklad ¢lanky, ve
kterych se lidé snazi dokazat, ze Zemé je placata. Ve vSech téchto pojednanich lze snadno nalézt
zakladni chyby v tisudku.

V dal$im textu tohoto dokumentu se mizete podivat na fyzikalni zakony a matematiku tykajici se této
problematiky. Nejprve si pripomeneme Newtoniiv gravitacni zdkon a Zdkon sily, princip méfeni
gravitaéni konstanty, matematiku eliptické drahy v polarnich soutadnicich, vektorové vyjadieni
pohybu po eliptické draze, moment hybnosti, Druhy Kepleriiv zadkon aZ se nakonec dostaneme k
dikazu Tretiho Keplerova zdkona.

Poznamenejme, Ze nasledujici text predpoklada alespon znalosti stfedoskolské matematiky a fyziky.



2. FYZIKA AMATEMATIKA

2.1 Newtoniiv gravita¢ni zakon

Kazda dvé télesa o hmotnostech m; a m,, ktera miizeme dostatecné presné aproximovat body, nebo
jsou sféricky symetricka, ptisobi na sebe gravita¢ni silou pfimo imérnou hmotnostem téles a nepiimo
umeérnou ctverci jejich vzdalenosti. Plati:

my-m
F=G -% 1
m; F=Fm, = Fm, = G - 2% m;
p
le sz
p

Vektorovy tvar Newtonova gravita¢niho zakona je:
. M-m p
F=-c-—".2 2

pe p

kde F je vektor sily G je gravitacni konstanta, M a m,, m, hmotnosti téles, p jejich vzdalenost (délka

planety o hmotnosti m.

2.2 Druhy Newtontiv pohybovy zakon (zakon sily)

JestliZe na téleso pisobi sila, pak se téleso pohybuje se zrychlenim, které je pfimo imérné puisobici sile
a nepiimo imeérné hmotnosti télesa. Plati:

dv d?p
F=m-ag=m-a=m-ﬁ 3
Matematicky zapis ve vektorovém tvaru je:
S dv d?p
F = a = ' — = ' — 4.'
mGg=m-o-=m-—g

kde m hmotnost télesa, &g vektor gravitaéniho zrychleni, v vektor rychlosti, g vektor vzdalenosti,

kterou urazi téleso za Cas t ve sméru plsobici sily F.
2.3 Vyjadieni gravita¢ni konstanty z Newtonovych zakonii

Z vyrazu (1) a (3) si vyjadiime gravitacni konstantu:

m- )
F=G- 2 =m-a; = G-M=p“-q,

2
G=% 5

2.3.1 Priklad méreni gravitatni konstanty



Na velmi citlivych rovnoramennych vahach vazime kouli o hmotnosti m. Poté pod ni umistime
mnohem hmotnéjsi kouli o hmotnosti M, jejiz tézisté je ve vzdalenosti p od tézisté mensi koule.
Plisobenim gravitacni sily mezi obéma koulemi se rucicka vah vychyli. Rovnovaha je pak obnovena

pridanim zavazi o hmotnosti m,. Mezi obéma koulemi ptisobi gravita¢ni sila:

m-M

Fn=Gr—3

Mezi pridavnym zavazim s hmotnosti m, a Zemi plisobi gravitacni sila:
E,=m; qa,

Pro opétovnou rovnovahu plati rovnost:

m-M
T

=m,-a,

2.4 Rovnice elipsy
Definice

Elipsa je uzavirena krivka v roving, u které vsechny jeji body maji stejny soucet vzdalenosti od dvou
pevné zvolenych bodt, takzvanych ohnisek, takze plati:

p+q=2a



Zakladni pojmy

Elipsa ma dvé ohniska F;, F,.

Elipsa obsahuje dva hlavni vrcholy A, B a dva vedlejsi vrcholy C, D.

Strred elipsy S lezi uprostired mezi ohnisky F;, F,.

Primka AB prochazejici hlavnimi vrcholy a ohnisky se nazyva velka nebo hlavni osa.

Pirimka CD prochazejici vedlejsimi vrcholy se nazyva mala nebo vedlejsi osa.

Usectka AS nebo BS spojujici hlavni vrchol se stfedem elipsy se nazyva velka nebo hlavni poloosa a je
nejdelsi spojnici stiredu elipsy S a bodu na elipse P.

Usecka CS nebo DS spojujici vedlejsi vrchol se sttedem elipsy se nazyva mala nebo vedlejsi poloosa a
je nejkratsi spojnici stiredu elipsy S a bodu na elipse P.

Usecka spojujici libovolny bod P na elipse s ohniskem F se nazyva priivodic.

Konstanta K je rovna souctu délek obou priivodici, to znamena spojnic bodu elipsy P s ohnisky F a
je soucasné rovna délce usecky AB: K = |F;P| + |F,P| = |AB|.

Vzdalenost ohniska F a stiedu elipsy S se nazyva linedrni nebo délkovd excentricita a obvykle se
znaCi pismenem e. Linearni excentricita (vystfednost) e je dilezitou konstantou. Je rovna
vzdalenosti ohnisek od stiedu elipsy: e = |F; S| = |F,S| = Va? — b?. V ptipadé, kdy polozime e = 0,
dostaneme kruznici.

Podil vzdalenosti ohniska F; nebo F, od stredu elipsy S (linedrni excentricity e) a délky hlavni
poloosy a se nazyva excentricita nebo ciselnd excentricita nebo také numerickd excentricita a
oznacuje se pismenem &. Matematicky psano € = e/a.

Elipsa je v normalni poloze, je-li jeji hlavni osa rovnobézna s osou x nebo y.

Vlastnosti

Elipsa patfi mezi kuZelosecky, protoZe ji 1ze zkonstruovat jako ez rotacni kuzelové plochy rovinou.
Rovina rezu neni kolma k ose kuzele, neprochazi jeho vrcholem a rovina s ni rovnobézna vedena
vrcholem nema s kuzelem Zadny spolecny bod.

Mame-li eliptické zrcadlo a v jednom ohnisku zdroj svétla, vSechny paprsky se podle zakona odrazu
odrazi do jediného bodu - druhého ohniska.

Numerickd excentricita elipsy je mensi neZ jedna (¢ < 1).

2.4.1 Stredovarovnice elipsy

Véta

Necht e je elipsa se stredem v bodé S[xq;y,] s hlavni poloosou a rovnobéznou s osou x a vedlejsi
poloosou b, pak plati:



(x —x0)* (¥ — ¥0)?
a? + b2 =1 7

Kde a je délka hlavni poloosy, b je délka vedlejsi poloosy a [x;y] jsou souradnice libovolného bodu
elipsy. V kartézskych soufadnicich v poloze se stfedem v pocatku, tzn. pro [x,; y,] = [0; 0], 1ze rovnici
vyjadrit jako:

x2 y2

Dukaz
Z definice elipsy vime, Ze plati:
|F,P| + |F,P| = |AB| = 2a

Dale vyjadiime délku usecek F; P a F, P:

|F,P| = \/le — xsp|? + ygp?

|F,P| = \/le + xsp|? + ysp?

Dosadime do prvni rovnice a dostavame:

Vle—xsp|? + ysp? +/le + x5p|? + y5p? = 2a

Upravime do vysledného tvaru:

(le — xsp|? + y5p2) + 2¢/le — xsp|? + ysp2i/le + xsp|? + ysp? + (le + xgp|? + ysp2) = 4a?
(le — x5p|? + ysp™) + 2\/(|e — x5p|? + ysp?)(le + x5p|% + ysp?) + (le + xsp|* + ysp?) = 4a®

(€2 — 2exgp + xsp? + Ysp2) + 24/ (€2 — 2exgp + x5p? + Ysp?) (€2 + 2exsp + Xsp? + Ysp2)




+(e? + 2exsp + x5p2 + ysp?) = 4a’

(e® — 2exsp + x5p” + ysp?)

2 2

+2 et + 2e3xgp + e2x5p” + e2ygp? — 2e3x5p — de2xsp” — 2exgp3 — 2eXspVsp>

2, 2 3 4 2+, 2 24, 2 2 2+, 2 4
+e“xsp” + 2exsp® + xsp™ + X5p“Ysp® + €°Ysp® + 2eXspYsp® + Xsp©Ysp© + Ysp

+(e? + 2exsp + x5p2 + ysp?) = 4a’

(e® — 2exsp + xsp® + ysp®) + 2\/64 — 2e2x5p” + 2€2y5p? + xgp* + 2x5p2Ysp? + Vspt

+(62 + Zexsp + xspz + yspz) = 4a2

2
2\/94 —2e%xgp” + 2e2ysp? + x5p* + 2x5p2Ysp? + ysp*

= 4a® — (e? — 2exsp + x5p” + ysp?) — (e? + 2exsp + x5p” + ysp®)

2\]64 — 2e%xsp” + 2€2y5p? + xgp* + 2x5p2ysp? + yspt = 40 — 2€% — 2xgp? — 2ygp?

4(e* — 2‘?2955192 +2e%ysp” + xsp* + 2x5pysp® + ysp*) = (4a* — 2e* — 2x5p® — 2y5p°)?

4e* — 8e2xgp” + 8e2yep? + Axgpt + Bxgp2ysp? + dygp
= 16a* — 8a%e? — 8a’xsp? — 8a’ygp? — 8a?e? + 4e* + 4e?xgp? + 4eygp? — 8axgp?
+4e?xsp® + 4xgp® + dxsp?ysp® — 8alysp® + 4e’ysp® + dxgp®ysp® + 4ysp*

—8e2xgp” + 8e2ysp? + Bxgplysp? + det + dxgpt + dysp
= 16a* — 16a%e? — 16a’xsp? — 16a%ysp? + 8e%xgp? + 8e?ysp? + 8x5p2ysp? + 4e* + 4xgp*
+4ysp*

—16e2xsp° = 16a* — 16a%e? — 16a?xgp? — 16a%ysp?

—e2xgp” = a* — a?e? — a?xgp? — alysp?

—(@® = bP)xgp? = a* — a*(a® — b*) — a’xsp® — a’ygp?

2

—a’xgp? + b?x5p? = a* — a* + a®b? — a’xgp? — aygp?

b2xgp? = a?h? — alyp?

2, 2 2, 2

bxsp® a7 Ysp

a’b? a’b?
2 2

Xsp™  YVsp" 1

a? b?

Protoze plati, Ze xsp = x — xg a ysp = ¥ — ¥, dostavame kanonicky tvar rovnice elipsy:

_ 2 _ 2
(x :Co) +(y Yo) _q
a b2

Q.E.D.

2.4.2 Rovnice elipsy v polarnich souradnicich

Véta



Necht ohnisko elipsy F; lezi v pocatku souiradnicové soustavy a polarni osou je polopiimka F; A, pak
miiZeme psat rovnici elipsy v polarnich souradnicich ve tvaru:

tp
= 1+ ecosg
kde € = e/a < 1 je tzv. numerickd excentricita, coZ je mira zplosténi elipsy oproti kruZnici a p = b?/a
je parametr elipsy. Geometricky vyznam parametru p je polovina délky tétivy vedené ohniskem kolmo
na hlavni osu.

Dukaz
Nejprve odvodime rovnici pro parametr p pomoci tii rovnic:

p+q=2a = qgq=2a—-p
p*+(2e)* =q’

e? = q? — b2
Upravime:

p? + 4e? = (2a — p)?
p? + 4e? = 4a? — 4ap + p?
4e? = 4a® — 4ap
4(a%? — b?) = 4a® — 4ap
4a? — 4b? = 4a% — 4ap

b2

b2= = = —
a=pr=—

Pti vlastnim odvozeni rovnice elipsy v polarnich souradnicich vyjdeme ze stiedové rovnice:

_ 2 _ 2
(x ;Co) n o —yo) -1
a b2

Pokud ohnisko F; lezi v poc¢atku souiradnicového systému a hlavni osa je rovnobézna s osou x, pak jsou
parametry x, = —e a y, = 0. Dosadime a dostavame tvar:



(x+e)? y*
T Tl

Z obrazku vycteme, Ze plati:

X
cos<p=l—) = X=pCOSQ
. y :
51n(p=; = y=psing
Dale plati:

e =+a? — b?

e
e=— = e=c¢a
a
P_b—z = a_b_Z_aZ_eZ_aZ_EZaZ = qg=-"F 2o P e=_—F
a D p p 1—¢g2 "’ 1—¢g2 "’ 1— g2

Dosadime do rovnice elipsy a upravime:

(x +e)? y2_1
a2 s
x% +2xe +e? y?
e  tpTl
b?x? + 2b?xe + b%e? + a?y? = a?b?
2 2 2 2.2 2
p &p p &'p p .
2 a2 2 ¢in2
1_82;) cos <p+21_£2pcos<p1_82+1_82-(1_82)2+(1_82)2p sin“ @
__r P
(1—¢2)2 1—¢?
p?cos?qp _eppcosg e2p? psinfo  p?

1-—¢2 (1—e2)2 (1-¢2)3 (1—-e2)2 (1-—¢2)3

(1—&%)2p2cos? @ +2(1 —e?)eppcosp + £2p? + (1 — £2)p? sin? ¢ = p?

(1—2e%2+eMp?cos? @ +2(1 —e¥)eppcos @ + £2p? + (1 — €2)p? sin? ¢ = p?

p2cos? @ —2e%p?cos? g + e*p?cos? ¢ + 2epp cos @ + 2e3pp cos @ + £2p? + p? sin? ¢ — £2p?sin? @
=p?

p?(cos? @ + sin? ) — 2e2p? cos? ¢ — £2p? (1 — cos? ) + £*p? cos? ¢ + 2epp cos ¢ + 2&3pp cos @
+e2p? = p2

p? —2e%p?cos? @ — 2p? + £2p? cos? ¢ + £*p? cos? ¢ + 2epp cos @ + 2e3pp cos p + £2p? = p?

p?—&%p? —e%p2cos? p + *p? cos? @ + 2epp cos @ + 2e3pp cos @ + £2p? = p?

p?(1—€?) —e?p?cos? @ (1 —€?) + 2eppcosp (1 — e2) =p?(1 — &?)

p? — &2p? cos? ¢ + 2epp cos @ = p?

(1—€2cos? @)p? + (2epcosp)p + (—p?) =0



Dostali jsme tvar kvadratické rovnice Ax? + Bx + C = 0. Jednotlivé koeficienty 4, B, C a diskriminant
D jsou:

A=1-—¢%cos?g

B = 2¢epcos ¢
C = —p?
D = B? — 4AC

Muzeme tedy vyjadrit vzdalenost p libovolného bodu elipsy od pocatku souradnicového systému (pii
poloze ohniska elipsy F; v po¢atku souradnicové soustavy) jako funkci thlu ¢ a numerické excentricity
&:

—-B ++D _ —2ep cos g £/ (2ep cos p)? — 4(1 — €2 cos? @) (—p?)

P12 =""54 2(1 — &2 cos? @)
_ —2epcosg * J4e2p? cos? @ + 4p? — 4e2p? cos? @ _ —é&pcos¢ p?
- 2(1 — €?cos? @) T 1—e2cos2¢ ~ (1 —e2cos? p)?
_ —Epcos@ D _—spCOS(pip_p(—ecosq)il)_ p(£1 —&ecos )
" 1-—¢g2cos2@p~ 1—e2cos2¢p 1—¢e2cos2¢p 1—e2cos2p (1 —ecose)(l+ ecosp)
_ p(1 —ecosp) _ p
P = (1—ecosp)(1+ecosep) 1+ecose
p(—=1—¢&cosy) p
P2

- (1—¢ecosp)(1+ecosep) T 1o £COS @
Kontrola:

1. Dosazenim koiene p; do kvadratické rovnice:

(1 —&?cos® p)p* + (2epcosp)p + (—p*) = 0

p 2 p
1ot s 2epeospr Py
( £” cos™¢) 1+e¢ecosg + ngOS(p1+£c05(p p
2 2ep? cos
(1 — &% cos? ) P 4 2P (p—p2=0

(1+ecosp)(1+ecosp) 1+ecose
(1 —¢&cose)(1+ ecosep) 2eCos @

-1=0
(1+ecosp)(1+ecosp) 1+ ecose

1—&cos 2& cos
@ @ 1=0

1+¢&cosg 1+£c05(p_
1—¢ecosp+2ecosp—1—¢ecosp 0

1+ecosg
0=0

Rovnice plati pro vSechna g, ¢ € R, to znamen3, Ze p; je korenem.
2. Dosazenim kotene p, do kvadratické rovnice:

(1 — &% cos® p)p* + (2ep cos p)p + (—p*) = 0



p 2 p
1—eteost ) (-l ) 42 (N e
( €7 cos”¢) 1—¢€cosg Tagpcose 1—¢€cosg p
2 2ep? cos
(1 — &% cos? @) 4 _zep (p—p2=0

(1—€ecosp)(1—¢ccosp) 1—c¢ccose

(1 —¢ecose)(1+ ecosep) 2ecos @

-1=0
(1—€ecosp)(1—¢ccosp) 1—c¢ecosep

1+¢ecosg 2ecos @

-1=0
1l—ecosgp 1—¢€cosg

1+ecosp—2ecosp—1+¢ecosgp 0
1—¢cosg -

0=0
Rovnice plati pro vSechna ¢, ¢ € R, to znamena, Ze p, je kofenem.
Q.E.D.

2.5 Vektorové vyjadireni pohybu v polarnich souiradnicich

Vp

u, = (cos @)i + (sin @)j

o = -(sin @)i + (cos @)j ¥ g
V=Vp+

_dp _dp

ap P, 1,30
V= Ta TP e

Up

Nasledujici jednotkové vektory Tip a Tiq, pouzijeme k odvozeni vektoru okamzitého zrychleni d, a
vektoru okamZité rychlosti v:

i, = (cos p)i + (sin @)
i, = —(sin@)7 + (cos @)]

|b¢

—
u, = =

P = P=Eply

=
D |I™

Abychom zjistili, jak se méni vektory Tip, ﬂ’(p s ohledem na Cas, provedeme nejprve derivace podle ihlu
@ anasledné podle casu t:

di, d[(cos@)l+ (sing)]]
D _ _ . - > __ =
" v = —(sin @)U + (cos @)] = U,




di,, _ d[—(sinp)T + (cos p)]]
dp de
di, di, dp _ do

dt % P AT

= —(cos )T — (sinp)j = —,

diy _diy do . do

dt  do dr " ar

Vyjadrime vektor okamzité rychlosti v:

L _dp _d(pup) dp_ = di, dp_ . do ﬁ

=T @ aretP g T a e P e =t

, _dp, do

v=dtup+pdu¢,—vp+v¢ 9

Vyjadirime vektor okamzitého zrychleni d,, coZ je derivace vektoru okamZité rychlosti ¥ podle ¢asu t:

dv _ d dp_) d(pq ]_ dp dup dzp d2<p+ (vi )
dt _ delde *° pdt ¢ dt dt dt2 pu"’dt2 dt \Ple

dp du, d?p_, d?¢ du(p dpq do
_<dt @ Tar ) VPl g T\Pa Tt ) ar

a, = ——

dp di, d*p_, L d?p dﬁ(p do dp_) do
—<dt e Tate) T\Peaz TP ar Tactear

_dp_ do d?p d?¢ . do\ do dpq do

T de "’dt+dt2u"+pu"’dt2+p<_u” dt) ar Tactedr

_dp d<p+d2pﬁ N d’p (d<p) L dp do

Tactear Tt P P TOR AA T dt e dt

_ Lo oqde\t L dPp ) dp do

o — - 2._ —_
BT (dt) AP TRET T

Upravime do kone¢né podoby a dostadvame vyraz pro vektor okamzitého zrychleni d,,:

d?p dp\? d’¢ _dp do
- — |~ _ - — - r 2_._ — 10
i [dt2 p(dt) ]u”+<p arz T2 dt)u"’

kde p(de/dt)? je dostredivé zrychleni, p(d?@/dt?) je Eulerovo zrychleni, 2(dp/dt) - (de/dt) je
Coriolisovo zrychleni.

2.6 Moment hybnosti v polarnim systému souradnic



Definice

Moment hybnosti H télesa je vektor, ktery definujeme vztahem:

H=m-(@ xp)

Mérny moment hybnosti h definujeme jako moment hybnosti H na jednotku hmotnosti:

- : _)X_)
poH _m (v xp)

3| =

=UXp

m P

Véta

Velikost momentu hybnosti H je s pohybem télesa konstantni, a proto plati:

H=|ﬁ|=|m-(ﬁ><ﬁ)|=m-|17><ﬁ|=m-vpcosa=m-vpl

Velikost mérného momentu hybnosti h je s pohybem télesa konstantni, a proto plati:

=

h=|h| =8 xg| =vpcosa =vp, 11

Vyraz (11) vyjadrime v polarnich souiadnicich s vyuzitim rovnice (9) a dostaneme rovnici momentu
hybnosti:

h=vpcosa = Yo “pCcosa = DoV, =D * d_(p= Zd_(pz 2, = 22_7T
P cosa Plo =P P ye =P gt =P P
2
h=plo=p T 12

Dukaz

Pohyb télesa v gravitatnim poli s polohovym vektorem g zptisobi, Ze za Cas dt dojde ke zméné
polohového vektoru o vzdalenost g + ds, kde ds je elementarni priristek ve sméru pohybu télesa.

Elementarni plocha dpP opsana timto privodi¢em vychazi z obsahu trojuhelniku:



- 1

Plosna rychlost je pak:

1—> =

- dl5 d
. dP <2(”X S)>_1 Fxd$) _1 (. dS\_1 .
WEar T dt 2 a2 \P7a) 72 (p x )

Druhy Keplertv zdkon ¥ika, Ze plosnd rychlost je konstantni (W = konst). Pro hybnost télesa lze psat:
H=m-(3x%) =2mw
Vidime, Ze je-li konstantni plosnd rychlost w, je také konstantni moment hybnosti H a také mérny

moment hybnosti h. Ovérme tedy konstantni plos$nou rychlost w pomoci plosného zrychleni g, coz je
derivace plosné rychlosti podle ¢asu:

- d(%-(ﬁxﬁ))

. dw _1dGx) _1 Gxdi)+@pxP) 1 (. di\ 1 (dp
9= = dt 2 dt 2 dt 2 \P )2 \ac Y
_L (L Ay 1
=5 \PxZ) =3 (p x a)

Pii pohybu téles kolem hmotného centra je ploSna rychlost konstantni, to znamenda, ze plosSné
zrychleni musi byt nulové:

pxda=0

Jak vime, vektorovy soucin dvou vektorti je nulovy, pokud je nulovy alesporn jeden z vektord, nebo oba
leZi vjedné piimce. V naSem piipadé ani g, ani d nejsou nulové, protoZe pohyb probihad v urtité
vzdalenosti od centra a pti kifivocarém pohybu se vyskytuje vzZdy néjaké zrychleni. Znamena to tedy, Ze
vektor zrychleni @ by mél leZet na spoletné ptimce s privodi¢em p. Jak vime, vektor zrychleni d
smeéruje vZdy do centra silového plisobeni, z cehoZ plyne, Ze plosSna rychlost je konstantni.

Q.E.D.

2.7 Druhy Kepleriiv zakon




Véta

Obsahy ploch opsanych privodicem planety v libovolném misté trajektorie za stejny Cas jsou stejné
velké. Jinymi slovy to znamena, Ze plosnd rychlost je konstantni.

Dukaz

Vyjdeme z Newtonova gravita¢niho zdkona (2) a Druhého Newtonova zakona (4):

-G — —=m-'d,=m-—=m F
1612 15l g dt dt
G-M § G-M _, ., dv d?%p
— = =5 13— T oon U =4 =T =
1612 1ol 12 P "9 dt  dt?

v vaev

centralniho télesa. Vidime, Ze se da vyjadfit jako skalarni nasobek vektoru p. Proto jejich vektorovy
soucin je roven nule:

Vyraz j X dg lze také ziskat derivaci vyrazu g x dp/dt:

d(.  dp\_. d* dp_dp . d*p
dt(’o dt) T AT

Z poslednich dvou vyrazu plyne:

d/. d 423
—< p) Fx=L=pxd,=0

dt dt dt?
d(, dp L o4dp Lo o
Jdt<pxdt>dt—pxa—va—h
R=3x% 13

Zvysledku je zfejmé, Ze vektory p a v leZi vroviné kolmé k fixnimu vektoru mérného momentu

vvey

hybnosti h, takZe tato rovina prochazi tézistém centralniho télesa. Jiz jsme odvodili, Ze pro okamzitou
rychlost plati vyraz (9):

" dpﬁ do .
VS gt TP te
Dosadime jej do vztahu (13) a upravime:

dp _, do dp _, do dp ,do -
T T )_Pup (dtup+pdtuq,)=pd( X i,) + p° dt — (i, x i)

dp . de _
= pz—t(up X,) = pzauk
Kde ), = 1, X 1. Definujme pocate¢ni podminky:



( dp A

P =po=Pmin =77 =0
t=0¢0p=0 = =
v = 7] = dp 4 d¢ﬁ|
lv—vo—v dtup pdtu(pJ

do O |- @ do 21
== = o505 = (] 1) = (1) o] 0=

kde d¢/dt = w = 2n/T je uhlova rychlost privodi¢e p. Nyni jiz mlzeme pokracovat v predchozi
upraveé:

2. de de - - -
h=pxv= pzauk = (PZ E)t 0; g0 “U = (Pzw)t=0;<p=0 "Ug = PoVo " Uy
do 21
PZE=PZM=P2T=PoUo=h 14

K urceni obsahu plochy opsané privodicem planety vyuZzijeme plosny diferencial v polarnim systému
soufadnic, ktery vychazi z geometrického obsahu trojihelniku:

dp =2 dp = p2d
=5pprdp =pide

Velikost plochy opsané priivodi¢em za jednotku ¢asu urcime derivaci podle casu:

dP d(l Zd) 1 d(p 1, 1 ,2m 1 —1h

W a\gPAe) = gpt g =gt =gt = peve =5

P 1 1

e Lo 1 15
at - 2P =3h

Zvyrazu (15) a ze skutecnosti, Ze mérny moment hybnosti h je konstantni plyne, Ze plosna rychlost
dP/dt je konstantni.

Q.E.D.
2.8 Treti Kepleriv zakon
Véta

Pomér druhych mocnin obéZnych dob dvou planet se rovna poméru tietich mocnin velikosti hlavnich
poloos jejich trajektorii:

e 16
7,2 a;3

nebo také pomér druhé mocniny periody T obéhu planety kolem centralniho télesa a tieti mocniny
délky hlavni poloosy a je konstantni:

2 2
r°_am” 17
a3 GM

kde T, T;, T, jsou obézné doby, a, a,,a, jsou hlavni poloosy trajektorii, G je gravita¢ni konstanta a M
hmotnost centralniho télesa.

Dukaz



2.8.1 Kruhova trajektorie

Nejprve si odvodime vztah pro dostredivé zrychleni a,. Jak vime, zrychleni je obecné definovano jako
zména vektoru rychlosti (velikosti nebo sméru) v case:

U rovnomérného pohybu po kruznici se neméni velikost obvodové rychlosti, ale smér. Z obrazku je
patrné, Ze plati:

A'I_])='172_131
L AV Uy, — 1y
a=—=
At At
Dale plati:
dv v v v v
0610115 0] g 19
ds |pl Il Ipl 1ol

Pro velikost dostiedivého zrychleni a; mizeme psat:

- d TSy
ag =131 =10 o, 2 2 @ (2,
d dt dt p P p T

Dostiedivé zrychleni vyjadiuje zménu sméru obvodové rychlosti a sméfuje do stredu.

Teoreticky predpokladejme, Ze planeta obiha kolem centralniho télesa po kruhové draze, to znamena,
zZe obé poloosy elipsy jsou rovny poloméru a = b = p. Vyjadiime si gravitacni silu F; z Newtonova
gravitacniho zakona (1) a odstredivou silu F,, které maji stejnou velikost, jsou ale opacné orientované
(vytvari rovnovahu):

m-M ) 2m\?
=G 2 ; Fo=m-ag=m-wp=m-(T)p
£y =F,



G .
p2 T T2
GM _4m’p
F T2
T?  4m?
p3  GM

Takze vidime, Ze pomér druhé mocniny periody T obéhu planety kolem centralniho télesa a treti
mocniny délky hlavni poloosy a je konstantni. Pokud vyraz aplikujeme na dvé télesa, dostavame:

- =— =
pi®  p® GM T,  p2?

TakZe pomér druhych mocnin obéznych dob dvou planet se rovna poméru tretich mocnin velikosti
hlavnich poloos jejich trajektorii.

2.8.2 Elipticka trajektorie

Piyz= | fix) dx

Dilikaz provedeme za pomoci dvou rliznych vyjadieni plochy elipsy. Nejprve vyjadrime plochu pomoci
integrovani v kartézské soustavé souradnic:

Lemma 1

Necht ma elipsa hlavni poloosu délky a a vedlejsi poloosu délky b, pak jeji obsah vypocitdme podle
vztahu:

P = mab 18
Dukaz 1

Vyjdeme ze stredové rovnice elipsy (7) v po¢atku souradnicového systému s hlavni osou rovnobéznou
S 0sou X:

2 2

Xy



y - az
Z_bZ(aZ_xZ)
y - az

b
yzia /aZ_xZ

Provedeme integraci dané funkce y = f(x) na intervalu (- a; a)

ap b (@ bla*> _ x «x “
P1=f - az—xzdx=—f Vva? —x?dx = —|—=sin"' =+ -+a? — x?
7 J_qa al_g al 2 a 2 —a

_bfa®* _a a* _ —a\ b a27'r+a27'r _b(a® \ mab
T\ 2 e T ) Tu\2 2 22 T a\2 ) T

Celkova plocha elipsy bude dvojnasobkem integralu dané funkce:

P=2-P,,=2 mab _ b
= 12 = > =T7a

Q.E.D.

Dale uvazujme eliptickou trajektorii v polarnich souradnicich, kde vyjdeme z vyrazu (15), ktery 1ika,
Ze obsahy ploch opsanych privodi¢em planety v libovolném misté za stejny cas jsou stejné velké, to
znamena3, Ze plosna rychlost je konstantni:

Lemma 2

Necht je dana elipsa definovana v polarnich soutradnicich, p jeji privodic, ¢ tihel priivodice s osou x a

v rychlost koncového bodu pravodice (planety) opisujici tuto elipsu. Pak jeji plochu (obsah) P
vypocitame podle vztahu:

1
P =§Tp0v0 20

kde v, je pocatecni rychlost planety pii pocatecni vzdalenost p, od centralniho télesa a T perioda
obéhu.



Dikaz 2
JiZ jsme ukazali, Ze plati (15):

P 1 1
E = Epo'l)o = dP = Epovo dt

Celou plochu elipsy ur¢ime integraci:

T T1 1
P = J dP = f _povo dt = _Tpovo
0 0 2 2

Q.E.D.

Dale polozime rovnitko mezi obéma vyrazy pro plochu P a vyjadiime periodu T:

p b 1T T 2mab
= = — = =
e 2 Povo PoVo
2mab
T = 21
PoVo

Vime, Ze numericka excentricita elipsy &, coz je mira zplosténi elipsy oproti kruznici, je definovana
vztahem:

e
e=— ec(0;a) = €€(0;1)

kde e je linearni excentricita elipsy dana vztahem:

e =+ a% — b2

Dosadime a upravime:




a’e?=a?—-b?> = b%?=a?-a*s?=a%(1-¢?)
b=ay1—¢&?

Tento vyraz dosadime do rovnice (21) pro periodu T:

2mab  2ma? —— 2ma® ——
_ 2mab _ 2ma” T na‘ T2 -

PoVo  PoVo h

Nyni trochu odbocime a z rovnice elipsy v polarnich soutadnicich (8)

p
p=r— >

1 1+ecose
1+¢&cose p D

23

zjistime maximalni délku privodice p,, ktera nastane pravé pii uhlu ¢ = m. Nejprve si vyjadiime
parametr elipsy p pfi pg:

4

HS—COS(pO = p:po'(1+€COSO)=po.(1+€) 24

Po =

Dosadime do rovnice (23) a vyjadrime p;:

p _po-(L+e) 1+¢
= Po 1—_¢

Pm = 1+ecosp, 1+ecosm

Dale vime, Ze pro elipsu plati tato rovnost:
Po+pr =2a

Dosadime maximalni délku privodice:

+ 1+e <+1+£)_ l-e+1+e  2pg —>
Po T Po 1— = Po 1— = Po 1—_s T 1_¢ a
po=a(l—¢)
5= il — 20 25
a

JiZ jsme odvodili, Ze pro vektor zrychleni d,, plati (10):

. [d%p de\2] d%p dp do\_. . .
“F[ﬁ‘f’(ﬁ) “p*( PT e TaT A
Z Newtonova gravitacniho zakona (2) a zakona sily (4) plyne:

G-M

- -

g =———=5"U
) |p|2 p

Z obou poslednich vyrazii dostaneme:

_ dzp (d(p) _G-M s d’p (d(p) G-M
%=z " P\ar) T 52 dtz " \dt p2 26
2
d“p 5 dp dgo 27

a‘/’:pdt2+ dt dt



Dale jsme odvodili, Ze plati (14):

dt T dt p%  p?

Dosadime do (26) a dostavame:

d’p _ (POUO)Z G-M Po’v® G-M

dtz — PE p2 PE - PE

28

Nebo pouZijeme radialni rychlost v, jako substituci, abychom z diferencialni rovnice druhého fadu

dostali diferencialni rovnici prvniho radu:

dp
v ==
d’p dv, dv, dp  dv, po*vy® G-M
dez " dr  dp dt Pdp  p* p?

Rovnici vynasobime dvéma:

dv 242 G-M
p_Z_Po 0 _9.

v —E =
pdp p3 p2

2

Integrovanim pres p dostavame:

dv, 21,2 G-M
[ = (2 255255 )w
dv P01, GM
p _Po Vo (.
JvaEdp—fZ 3 dp JZ 2 dp

5 o[ 1 1
2v,dv, = 2py“vy de - 2GM ?dp

2 2,, 2 1 1
vp = Zpo Vo <_2_p2)_ZGM <_;)+C1

d
t=0 , =0, p=py , Vv=V,=vy , a=a,=0 , d—lt)=vp=0
2v02  2GM 2vy2  2GM 2GM
0=_P0 20 " +c = Cl=p0 20 _ — py? —
Po Po Po Po Po

Vysledek dosadime zpét do rovnice (30), upravime a dostavame diferencialni rovnici prvniho radu:

2p,%2 2GM 2GM
vp2=—p° 20 +—+vy? —
P P Po

dp)2 2< p02> 1 1
L) =21 -2 +ZGM<———>
(dt ° p? P Po

29

30

31



Vyraz (14) umocnime na druhou:

do 2
P4(E> = pPo’vo°

Vyraz (31) pak vydélime touto rovnici a upravime:

dp\’ 2( _P_Oz) 1_1
(ﬁ) vo? (125 +ZGM(p ,00)

p4(‘2—(5)2 D022
2
dp\* 2( _PL) 1_1
NEAN 1-5 ZGM(p Po)
p* d_‘/’ Po’vp? Po%vo?

1 (dp)z_ 1 <1 p02>+ 2GM <1 1>
p*\de/  po® p* ) Po*ve®\p  po
Provedeme substituci a dosadime:

GM
2

=2
Po”" Vo

1 /dp\*> 1 1 1
o =_2<1_pL2>+251<___)
p*\do Po p P Po

Zavedeme dalsi substituci, derivujeme a umocnime:

S1

ds,  1ldp R (dsz)z 1(dp)2

1
S, =— = S N
27 p dp ~  p*dy de/) ~ p*\dg

Dosadime do rovnice (32) a upravime:

de

29

= (520 - 51)2 — (52— 51)*

ds 2
d_(pz = i\/(szo - 51) — (52 —51)?

Znaménko pred odmocninou urc¢ime z této uvahy:

. d v
Uhel ¢ s ¢asem roste = s '0020 > O] dp
dp do do |~
= dt

Prot=0=>p=p0=pmmz>a>0

Z toho plyne, Ze pied odmocninou musi byt zdporné znaménko:

=0

ds;
de

ds,\? 552 B
<_2) = 5202 <1 _52_2 + 251(52 - 520) = 5202 — Sy + 25152 - 251520 - 512 + 512

1 dp

pZde

)SO

32



dSZ 2
%=_\/(SZO_51) _(52_51)2 33

Rovnici (33) dale upravime:

-1 ds;
2 de
G2y =51 = (52— 502
-1 ds,
f ——dp = f 1-do
2 d
\/(520 - 51) — (52— 5¢)?
1
J - rds, =@+ C,
2
\/(520 - 51) — (52 —51)?
Sy, —S
cos‘1<2 1>=<p+C2 34
S2, = 51

Opét za pomoci pocatecnich podminek urc¢ime konstantu C,:

t=0 , ¢=0 , p=py = 53=5

Sy — S
cos‘1< 2o 1) =0+C, = Cy=cos"}(1)=0
S2, = S1

Dosadime do (34), vyjadiime inverzni rovnici a po upraveé a dostavame:

1 S2—51 S2 — 51
cos =@ = CcosQ=
S2, 51 S2, — 51

S =sl+(szo—sl)cosgo 35

Nyni ur¢ime numerickou excentricitu € elipsy za pomoci rovnice pro elipsu v polarnich souiadnicich
(23), do které dosadime vyraz (24) pro parametr p a po upravé tak dostali poZadovany tvar rovnice
(35):

_ p _ po(l+e) po(1+¢) _ 1
’0_1+€cos<p_1+sc05(p_1+(£+1—1)cos<p_ 1 i e+1 1 ]cosqo
po(L+e)  lpo(l+e) po(l+e)
1
;+[S _;]Cos(p
po(1+¢) 20 po(1+e)

1 1 1

=—=— 4 - 36
S i ek Ml e v Ll
Porovnanim vyrazi (35) a (36) dostavame:

_ 1 _ GM I PoVo? B
po(1+¢€)  pove? GM

S1

Dostavame se do finale diikazu. Vyraz (25) pro € porovname s vyrazem (37) a vyjadrime pg:



=1-—= —1
¢ a GM
Po , PoVo _ 2
a GM

1 N vo?\

Po\aTem)~

GM + avy?
Po aGM

_ 2aGM -

Po=Gm+ avy?

Nyni pouzijeme vyraz (22) pro periodu T, do kterého dosadime vyraz (38):

PoVo
2ma?\’ 4m2a* 2
N S
PoVo ( 2aGM ) 0.2 a
GM + avy?) 7°
_ 4mat (@=-p?| ___ ma®  a®=(a=py
T 4a2v,2G2M? a? V2G> M? a?
(GM + av,?)? (GM + avy?)?
_ m?a®(GM + avy®)? a® —a® +2ap, — py®  w?a®(GM + avy®)? 2apy — po’
- Vo2 G2M? a? - Vo2G2M? a?
9q—20GM ( 2aGM )2
_ m?a?(GM + avy?)? T GM + avg®  \GM + avy?
- Vo2G2M? a?
4aGM  4a’GM?
_ m?a®(GM + avy?)? GM +avy?  (GM + avy?)?
- Vo2 G2M? a?
_ m?a®(GM + avy®)? 4GM(GM + avy?) — 4G*M?
- V92G2ZM? (GM + av,y?)?
m?a? n?a?
_ . 2y _ a2yl = =4 rac2zy 2 _ 40212
= g [AOMGM +ave®) = 46°M?] = s - [4G2M? + 4GMav,® — 4G7M?]
w?a? , An*a®
= vezgemz eMave” =g
Dokazali jsme tedy, Ze plati:
72 4m2a3 T? 4m? oM 4m2q3
= = _——=— = =
GM a? GM T2

Pomér druhé mocniny periody obézné doby ku tieti mocniné velikosti hlavni poloosy eliptické
trajektorie je konstantni. Opét pokud vyraz aplikujeme na dvé télesa, pak dostavame:

T\ T,>  4n? T2 a;®

a;® a,® GM T,%  ap3



TakZe pomér druhych mocnin obéZznych dob dvou planet se rovna poméru tretich mocnin velikosti
hlavnich poloos jejich trajektorii.

Q.E.D.



